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写像の記号，言葉を正しく使える
行列により表現される線形変換の像を求められる
石村畑 線形代数 p.211

知っている「移動」と線形変換を関係づけられる
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行列のべき乗の計算

L10-Q1
Quiz解答:逆行列

1 (𝐴 + 𝐵)2 = 𝐴2 + 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 + 𝐵2.
2 (𝐴 + 𝐵)(𝐴 − 𝐵) = 𝐴2 − 𝐴𝐵 + 𝐵𝐴 − 𝐵2.
3 (𝐴 + 𝐵)3 = 𝐴3 + 𝐴𝐴𝐵 + 𝐴𝐵𝐴 + 𝐵𝐴𝐴 + 𝐴𝐵𝐵 + 𝐵𝐴𝐵 + 𝐵𝐵𝐴 + 𝐵3.
4 ((2𝐴) + (2𝐴)−1)2 = 4𝐴2 + 2𝐸 + 1

4𝐴−2.
5 (𝐴𝐵 + 𝐴−1𝐵−1)2 =

𝐴𝐵𝐴𝐵 + 𝐴𝐵𝐴−1𝐵−1 + 𝐴−1𝐵−1𝐴𝐵 + 𝐴−1𝐵−1𝐴−1𝐵−1. 特に
(𝐴𝐵)2 = 𝐴𝐵𝐴𝐵 ≠ 𝐴2𝐵2.

L10-Q2
Quiz解答:逆行列

1 𝐴 は正則なので，左から 𝐴−1 をかけて，𝑋 = 𝐴−1𝐶 =(成分で)．
2 𝐴 は正則なので，右から 𝐴−1 をかけて，𝑌 = 𝐶𝐴−1 =(成分で)．
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行列のべき乗の計算

3 1次方程式を解いて 𝑍の成分を求めようとすると，解なしになるの
で，存在しない．

4 1次方程式を解いて𝑊の成分を求めようとすると，解なしになるの
で，存在しない．

L10-Q3
Quiz解答:ケーリー・ハミルトンによる行列のべき乗

1 𝐴2 = (−2 + 1)𝐴 − (−2 ⋅ 1 − (−3) ⋅ 1)𝐸 = −𝐴 − 𝐸 = ( 1 3
−1 −2 ).

𝐴3 = (−2 + 1)𝐴 − (−2 ⋅ 1 − (−3) ⋅ 1)𝐸 = −𝐴2 − 𝐴 =
−(−𝐴 − 𝐸) − 𝐴 = 𝐸. 𝐴4 = 𝐸𝐴 = 𝐴. 以下繰り返す．

2 𝑘 = 0, 1, 2, … に対して，

𝐴𝑛 =
⎧{
⎨{⎩

𝐸 (𝑛 = 3𝑘)
( −2 −3

1 1 ) (𝑛 = 3𝑘 + 1)
( 1 3

−1 −2 ) (𝑛 = 3𝑘 + 2)
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写像・平面の線形変換 写像と変換

ここまで来たよ

10 行列のべき乗の計算

11 写像・平面の線形変換
写像と変換
線形変換と行列
移動と線形変換の関係
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写像・平面の線形変換 写像と変換

写像 石村畑 線形代数 §5.6

定義 (写像)
2つの集合 (set) 𝑋, 𝑌 において，𝑋 のどの要素 (element,元ともいう)にも，𝑌の要素が 1つ
ずつ対応しているとき，この対応 (規則)を𝑋から 𝑌への写像 (map, mapping)という．
𝑋を写像 𝑓の定義域 (domain)，𝑌を写像 𝑓の終域 (codomain),終集合 (target set)という．

写像の記号

𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌
写像名 ∶定義域 (集合) →終域 (集合)

𝑓 ∶ 𝑎 ↦ 𝑏
写像名 ∶要素,元↦像

𝑓(𝑎) = 𝑏 ともかく. 𝑏 を「𝑓による 𝑎の像 (image)」という
「𝑓 は 𝑎を 𝑏に写す」「𝑎は 𝑓で 𝑏に写される」などという．
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写像・平面の線形変換 写像と変換

写像の例
𝑋=実数全体または部分集合, 𝑌=実数全体，というケースに限定したとき，写像
の定義は，（以前から知っている）関数 (function)の定義に一致する．

例 (実数から実数への写像=関数)
𝑓 ∶ ℝ → ℝ
𝑓 ∶ 𝑥 ↦ 𝑥2 高校なら関数 𝑓(𝑥) = 𝑥2と書くところ.

写像は, ℝ と限らない一般の集合𝑋, 𝑌に対しても考えられる．ベクトルの集合
ℝ2 とか．
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写像・平面の線形変換 写像と変換

例 (直線のパラメタ表示は写像の例)
平面内の場合 𝑓 ∶ ℝ → ℝ2

(空間内なら 𝑓 ∶ ℝ → ℝ3)
𝑓 ∶ 𝑡 ↦ ( 1

2 ) + ( 3
4 ) 𝑡

同様に使う書き方: 𝑓(𝑡) = ( 1
2 ) + ( 3

4 ) 𝑡, ⃗𝑥(𝑡) = ( 1
2 ) + ( 3

4 ) 𝑡

例
空間内の平面のパラメタ表示は から への写像

⃗𝑝(𝑡, 𝑠) = ( 1
2
3

) + ( 4
5
6

) 𝑡 + ( 7
8
9

) 𝑠
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写像・平面の線形変換 写像と変換

例
平面内の直線の方程式の 𝑓( ⃗𝑥)は から への写像

𝑓( ⃗𝑥) = 𝑛⃗ ⋅ ( ⃗𝑥 − ⃗𝑎) = 3𝑥 + 2𝑦 + 3 = 0

例
空間内の平面の方程式の 𝑓( ⃗𝑥)は から への写像

𝑓( ⃗𝑥) = 𝑛⃗ ⋅ ( ⃗𝑥 − ⃗𝑎) = 3𝑥 + 2𝑦 + 5𝑧 + 3 = 0

空間内の直線の方程式は から への写像 を使って書ける．
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写像・平面の線形変換 写像と変換

変換 石村畑 線形代数 p.211

定義 (変換)
集合𝑋から𝑋自身への写像を𝑋の変換 (transformation)という.

写像で，𝑌 = 𝑋 のケースということ.

例 (実数の変換)
𝑓 ∶ ℝ → ℝ
𝑓 ∶ 𝑥 ↦ e𝑥

(実数全体で定義された)関数は，実数全体の集合の変換．
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写像・平面の線形変換 線形変換と行列

ここまで来たよ

10 行列のべき乗の計算

11 写像・平面の線形変換
写像と変換
線形変換と行列
移動と線形変換の関係
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写像・平面の線形変換 線形変換と行列

線形変換 石村畑 線形代数 p.211,§5.6

定義 (線形変換)
線形空間 石村畑 線形代数 §5.1 𝑉から 𝑉への線形写像 石村畑 線形代数 §5.5 を線形変換 1次変換という．線形代数 II

これは予告．線形空間や線形写像は今後定義される．

定義 (（2次正方行列により表現される）線形変換,1次変換 石村畑 線形代数定理 5.7.1 )
ℝ2 の変換で,

𝑓 ∶ ( 𝑥
𝑦 ) ↦ ( 𝑥′

𝑦′ ) = ( 𝑎 𝑏
𝑐 𝑑 ) ( 𝑥

𝑦 ) = ( 𝑎𝑥+𝑏𝑦
𝑐𝑥+𝑑𝑦 )

の形のものを, 2次正方行列𝐴 により表現される線形変換,1次変換 (linear transformation)と
いう. 𝑓 = 𝑓𝐴 と書く．

ここから，ベクトルは原則として縦ベクトルとする．縦ベクトル ( 𝑥
𝑦 ) を，2行 1列の行列と

みなし，行列の積を使った．
ℝ𝑛, 𝑛次正方行列に対しても同様に定義される．
写像 𝑓 と，行列𝐴は，対応はするけど別もの．記号を混ぜてはいけない．𝑓 は写し方のルー
ル，𝐴は数を並べて書いたもの．
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写像・平面の線形変換 線形変換と行列

例題
行列𝐴と ⃗𝑥から像𝐴 ⃗𝑥
計算例

⃗𝑥′ = 𝐴 ⃗𝑥 = ( 7 3
2 5 ) ( 1

2 ) = ( 13
12 ) .

mobius IH2.5
⃗𝑥と像𝐴 ⃗𝑥 から行列𝐴

L11-Q1

Quiz(線形変換の表現行列の決定)
𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ2を，2次正方行列 𝐴 の表現する ℝ2 の線形変換とする．

1 𝑓(( 1
2 )) = ⃗𝑒1, 𝑓(( 3

4 )) = ⃗𝑒2 であるとき，𝐴の成分を求めよう．
2 𝑓( ⃗𝑒1) = ( 1

2 ) , 𝑓( ⃗𝑒2) = ( 3
4 ) であるとき，𝐴 の成分を求めよう．

石村畑 線形代数問題 50(p.194) mobius IH2.5
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写像・平面の線形変換 線形変換と行列

これは確かに線形写像

命題 (線形性)
𝑛 次行列𝐴 に対して，
𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ𝑛

𝑓 ∶ ⃗𝑥 ↦ 𝑓( ⃗𝑥) = 𝐴 ⃗𝑥
とする．
∀ ⃗𝑥, ⃗𝑦 ∈ ℝ𝑛, ∀𝑎 ∈ ℝ

𝑓( ⃗𝑥 + ⃗𝑦) =𝑓( ⃗𝑥) + 𝑓( ⃗𝑦)
𝑓(𝑎 ⃗𝑥) =𝑎𝑓( ⃗𝑥)

実はこれは線形写像が（定義により）満たす性質．
特に，𝑎 = 0 とおいて，𝑓( ⃗0) = ⃗0.
証明行列の積の性質（分配則，スカラー倍）から．
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写像・平面の線形変換 移動と線形変換の関係
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写像・平面の線形変換 移動と線形変換の関係

線形変換の行列から日本語の記述へ
ベクトルを位置ベクトルと思うと，ℝ2 の線形変換は，平面の「移動」高校

数学 IIの一種．
L11-Q2

Quiz(行列で与えられた線形変換の意味（鏡映）)
2次正方行列 𝐴 = ( 1 0

0 −1 ) の表現する ℝ2 の線形変換 𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ2を考え
る．𝐴 を，高校数学的に「○○に関する○○移動」のように表現しよう．

方針
具体的な（特殊でない）点を何個か写してみる，( 𝑥

𝑦 ) を写してみる，こと
で意味を考える．
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写像・平面の線形変換 移動と線形変換の関係

日本語の記述から線形変換の行列へ
L11-Q3

Quiz(線形変換の表現行列の決定)
次の 𝑥𝑦 平面すなわち ℝ2 の「移動」すなわち変換 𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ2 は，行列
で表現される線形変換か．そうである場合，その行列𝐴を求めよう．

1 𝑥軸方向の+3の平行移動
2 直線 𝑦 = 𝑥 に関する線対称移動
3 直線 𝑦 = 1 に関する線対称移動

方針
𝑓(( 𝑥

𝑦 )) を式で考え，それが 𝐴 ⃗𝑥 の形に書き直せるか考える．
石村畑 線形代数問題 46(p.182), 問題 49(p.192)
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