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今日の目標

行列式の定義を説明できる 石村畑 線形代数 §3.2

4次以上の行列式を余因子展開で計算できる
石村畑 線形代数 §3.2

対角行列，上下三角行列の行列式を計算できる
教科書に追加
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線形変換の逆変換

L15-Q1
Quiz解答:逆変換

1 全単射になっている. 𝑓−1 ∶ ℝ → ℝ, 𝑓−1 ∶ 𝑥 ↦ 1
3𝑥.

2 𝑔 は全射でも単射でもないので, 𝑔−1 は存在しない.
3 ℎ は全射ではない (単射ではある)ので, ℎ−1 は存在しない (log 𝑥 の
定義域は ℝ 全体ではない).

L15-Q2
Quiz解答:逆変換

1 全単射になっている. 𝑓−1 ∶ ℝ → ℝ, 𝑥 ↦ 3
√

𝑥.
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線形変換の逆変換

2

𝑦 =(𝑥 − 2)3 + 3
(𝑥 − 2)3 =𝑦 − 3

𝑥 − 2 = 3√𝑦 − 3
𝑥 = 3√𝑦 − 3 + 2

よって，𝑓−1(𝑥) = 3
√

𝑥 − 3 + 2 = {
(−(𝑥 − 3))1/3 + 2 (𝑥 < 3)
(𝑥 − 3)1/3 + 2 (𝑥 ≥ 3)
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線形変換の逆変換

L15-Q3
Quiz解答:逆行列の逆行列
𝑋は𝐴の逆行列なので，定義より，𝐴𝑋 = 𝑋𝐴 = 𝐸. 逆行列の定義より，
𝐴は𝑋の逆行列．
L15-Q4
Quiz解答:線形変換の逆像
𝐴は正則なので逆変換 𝑓−1 ∶ ℝ2 → ℝ2 が存在し，逆行列
𝐴−1 = 1

−10 ( 2 −3
−4 1 ) で表される．

𝐴−1 ( 3
7 ) = − 1

10 ( −15
−5 ) = ( 3/2

1/2 ).
よって，逆像 𝑓−1({( 3

7 )}) = {( 3/2
1/2 )}.

L15-Q5 略
L15-Q6
Quiz解答:合成変換の逆変換
(( cos 𝜋/3 − sin 𝜋/3

sin 𝜋/3 cos 𝜋/3 ) ( −1 0
0 1 ))

−1
= ( −1 0

0 1 )−1 ( cos 𝜋/3 − sin 𝜋/3
sin 𝜋/3 cos 𝜋/3 )

−1
=

( −1 0
0 1 ) ( cos −𝜋/3 − sin −𝜋/3

sin −𝜋/3 cos −𝜋/3 )
−1

.
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 行列式の再帰的定義

ここまで来たよ

15 線形変換の逆変換

16 4次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開
行列式の再帰的定義
行列式の余因子展開
対角行列・三角行列の行列式
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 行列式の再帰的定義

余因子

定義 (小行列式と余因子 石村畑 線形代数 p.60 )
𝐴: 𝑛次の正方行列 のとき,
𝐴 の (𝑖, 𝑗) 小行列式 (minor) 𝑚𝑖𝑗 ∈ ℝ を, 𝐴 から第 𝑖行, 第 𝑗列を取り除い
た (𝑛 − 1)次の正方行列の行列式と定義する.
𝐴 の (𝑖, 𝑗) 余因子 (adjugate) ̃𝑎𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑚𝑖𝑗 ∈ ℝ と定義する.

(𝑖, 𝑗) 小行列式にかけられる符号=(𝑖, 𝑗)余因子に含まれる符号
(−1)𝑖+𝑗 = (

+ − + −
− + − +
+ − + −
− + − +

)
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 行列式の再帰的定義

小行列 (submatrix)は, 1行 1列とは限らず複数の行と列を取り除いて得
られる行列 (行列式でなく)をさす言葉. 部分行列?

例𝐵 = (
1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12

13 14 15 16
)

𝐴 = (𝑎 𝑏
𝑐 𝑑).

𝑚11 𝑚12
𝑚21 𝑚22

= , ̃𝑎11 ̃𝑎12
̃𝑎21 ̃𝑎22

= .

𝐴 = ⎛⎜
⎝

11 12 13
21 22 23
31 32 33

⎞⎟
⎠

.

石村畑 線形代数問題 14 mobius IH3.2
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 行列式の再帰的定義

定義 (行列式 石村畑 線形代数 p.64 )
𝑛次の行列式を，次で帰納的に定める．

𝑛 = 1 次正方行列 (𝑎)の行列式を det((𝑎)) = 𝑎と定める．
𝑛 次正方行列 𝐴 = (

𝑎11 … 𝑎1𝑛… …
𝑎𝑛1 … 𝑎𝑛𝑛

) の行列式を，余因子 (=𝑛 − 1次の行
列の行列式)を用いて，𝑗 = 1 列に対して，次のように定める．

det(𝐴) =
𝑛

∑
ℓ=1

𝑎ℓ𝑗 ̃𝑎ℓ𝑗

𝑛次行列式 =成分× (𝑛 − 1次行列式) + …
体積 =高さ×面積

実は 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 や，行でも同値な定義になっている ⇝ 余因子展開
帰納的定義 (inductive) 元，集合の定義を，ひとつ前の定義に帰着させる．
再帰的定義 (recursive) もほぼ同じ意味 プログラミング実習
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 行列式の再帰的定義

例
すでにした 2,3次の定義と矛盾しない．𝑛次の行列式は 𝑛!項からなる
（数学的帰納法）．
L16-Q1

Quiz(4次の行列式の余因子展開)

行列を考える. 𝐵 = (
21 0 23 25
2 31 3 5
7 37 9 11

13 0 0 17
) を考える．

1 𝐵の行列式を, 定義にしたがって計算しよう．
2 𝐵の行列式を, 第 1列に関して余因子展開しよう.
3 𝐵の行列式を, 第 4行に関して余因子展開しよう.
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 行列式の余因子展開

ここまで来たよ

15 線形変換の逆変換

16 4次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開
行列式の再帰的定義
行列式の余因子展開
対角行列・三角行列の行列式
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 行列式の余因子展開

行列式の余因子展開
展開 (expansion) 1個の複雑なものを, 単純なもの複数の和として書くこと

定理 (余因子展開 石村畑 線形代数 p.65 )
𝐴 = (𝑎𝑖𝑗) を 𝑛次の正方行列
̃𝑎𝑖𝑗 を 𝐴 の (𝑖, 𝑗) 余因子 とするとき，

∀𝑖 det(𝐴) =
𝑛

∑
ℓ=1

𝑎𝑖ℓ ̃𝑎𝑖ℓ. (𝑖 行目における余因子展開)

∀𝑗 det(𝐴) =
𝑛

∑
ℓ=1

𝑎ℓ𝑗 ̃𝑎ℓ𝑗. (𝑗 列目における余因子展開)
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 行列式の余因子展開

(𝑖, 𝑗) 小行列式にかけられる符号=(𝑖, 𝑗)余因子に含まれる符号= (
+ − + −
− + − +
+ − + −
− + − +

)

どこかの 1行, またはどこかの列を選んで展開する. 𝑛項の和になる.
第 3行についての展開 ( ., • はつめて, 𝑛 − 1 次の行列式を計算)

∣
11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

∣ =+31 ∣
. 12 13 14
. 22 23 24
• . . .
. 42 43 44

∣ −32 ∣
11 . 13 14
21 . 23 24
. • . .

31 . 43 44
∣ +33 ∣

11 12 . 14
21 22 . 24
. . • .

31 32 . 44
∣ −34 ∣

11 12 13 .
21 22 23 .
. . . •

31 32 43 .
∣ .

第 2列についての展開

∣
11 12 13 14
21 22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

∣ =−12 ∣
. • . .

21 . 23 24
31 . 33 34
41 . 43 44

∣ +22 ∣
11 . 13 14
. • . .

31 . 33 34
41 . 43 44

∣ −32 ∣
11 . 13 14
21 . 23 24
. • . .

41 . 43 44
∣ +42 ∣

11 . 13 14
21 . 23 24
31 . 33 34
. • . .

∣ .

石村畑 線形代数問題 15–18 mobius IH3.2
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 対角行列・三角行列の行列式

ここまで来たよ

15 線形変換の逆変換

16 4次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開
行列式の再帰的定義
行列式の余因子展開
対角行列・三角行列の行列式
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 対角行列・三角行列の行列式

定義 (上三角行列・下三角行列 石村畑 線形代数 p.50 )
𝑛次正方行列 𝐴 の (𝑖, 𝑗)成分を 𝑎𝑖𝑗 とする．

𝐴が上三角行列 (upper triangular matrix)
def.
⇔

(∀𝑖, 𝑗 𝑖 > 𝑗 ⇒ 𝑎𝑖𝑗 = 0)
「対角成分の右上以外はゼロ」

𝐴が下三角行列 (lower triangular matrix)
def.
⇔ (∀𝑖, 𝑗 𝑖 < 𝑗 ⇒ 𝑎𝑖𝑗 = 0)

「対角成分の左下以外はゼロ」

命題 (対角行列と三角行列 教科書に追加 )
正方零行列，単位行列は対角行列である．
𝐴は対角行列 ⇔ 𝐴は上三角行列，かつ下三角行列．
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 対角行列・三角行列の行列式

命題 (上三角・下三角行列の行列式の値 教科書に追加 )
上三角行列・下三角行列の行列式は，対角成分の積である

上三角行列のみ示す．行列の次数 𝑛に関する数学的帰納法による．

1 𝑛 = 1次の上三角行列 𝑈1 = (𝑑) に対して，det(𝑈1) = 𝑑 より成立．
2 𝑛 = 𝑘 次の上三角行列に対して成立するとする．

𝑛 = 𝑘 + 1次の上三角行列の行列式 det(𝑈𝑘+1) = det (
𝑑1 ∗ ⋯ ∗

𝑑2 ∗ ∗
⋱ ⋮

𝑑𝑘+1

)

（空白の成分はゼロ）を第 1列で展開すると，
det(𝑈𝑘+1) = 𝑑1 × det 𝑈𝑘 = 𝑑1 × det (

𝑑2 ⋯ ∗
⋱ ⋮

𝑑𝑘+1
) と，𝑘 次の上三角

行列 𝑈𝑘 の行列式が現れる．
帰納法の仮定により，𝑘次の上三角行列 𝑈𝑘 の行列式は，𝑑2 … 𝑑𝑘+1.
よって，det(𝑈𝑘+1) = 𝑑1 … 𝑑𝑘+1. 𝑛 = 𝑘 + 1 のときも成立する．

一般に成立する．
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4 次以上の行列式の再帰的定義と余因子展開 対角行列・三角行列の行列式

L16-Q2

Quiz(行列式の余因子展開と三角行列の行列式)
次の行列式の値を求めよう．

det 𝐴 = det (
𝑎 2 23 25 21
𝑏 3 17 15 45
0 0 5 31 29
0 0 0 7 32
0 0 0 0 11

)
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