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同次連立 1 次方程式

L22-Q1
Quiz解答:拡大係数行列から連立 1次方程式の解

1

𝑥2 +2𝑥3 +3𝑥5 +5𝑥6 = 0,
𝑥4 +4𝑥5 +6𝑥6 = 0,

0 = 0,
0 = 0.

2 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ を任意定数として，

𝑥1 =𝑠,
𝑥2 =0 − 2𝑡 − 3𝑢 − 5𝑣,
𝑥3 =𝑡,
𝑥4 =0 − 4𝑢 − 6𝑣,
𝑥5 =𝑢,
𝑥6 =𝑣.
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同次連立 1 次方程式

3 𝑠, 𝑡, 𝑢, 𝑣 ∈ ℝ を任意定数として，
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𝑣.

L22-Q2
Quiz解答:同次連立 1次方程式の解全体の集合
簡約階段形は𝐴 = (

1 3 2
0 0 0
0 0 0
0 0 0

).

階数 1. 自由度 3 − 1 = 2.

𝑥1 = −3𝑠 − 2𝑡,
𝑥2 = 𝑠,
𝑥3 = 𝑡 (𝑠, 𝑡 ∈ ℝ)
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同次連立 1 次方程式
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) 𝑡|𝑠, 𝑡 ∈ ℝ}. 空間内の， ⃗0 を通り，接ベクトル
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) の平面．
L22-Q3
Quiz解答:同次連立 1次方程式の解全体の集合

簡約階段形は⎛⎜
⎝
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階数 2. 自由度 3 − 2 = 1.

𝑥1 = 4𝑠,
𝑥2 = −2𝑠,
𝑥3 = 𝑠 (𝑠 ∈ ℝ)

{( 4
−2
1

) 𝑠|𝑠 ∈ ℝ}. 空間内の， ⃗0 を通り，接線ベクトル ( 4
−2
1

) の直線．
L22-Q4
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同次連立 1 次方程式

TA Prob and Sol:同次連立 1次方程式の解全体の集合

𝑥𝑦 平面の点 ⃗𝑥 = ( 𝑥1𝑥2 ) ∈ ℝ2 に対する同次連立 1次方程式 𝐴 ⃗𝑥 = ⃗0 を考
える．
次の𝐴に対して，rank 𝐴, 方程式の解の自由度を求めよう．解空間
{ ⃗𝑥 ∈ ℝ2|𝐴 ⃗𝑥 = ⃗0} を求め，平面上に描こう．

1 𝐴 = ( 1 2
3 6 ).

2 𝐴 = ( 0 1
2 3 ).

3 𝐴 = ( 0 0
0 0 ).

略解
𝑉 = ℝ𝑛 = ℝ2 で考える．

1 簡約階段形は ( 1 2
0 0 ). 階数 1, 解の自由度 1. 解空間は {( −2

1 ) 𝑠|𝑠 ∈ ℝ}.
原点を通り，接線ベクトル ( −2

1 ) の直線．
2 簡約階段形は ( 1 0

0 1 ). 階数 2, 解の自由度 0. 解空間は原点 { ⃗0}.

樋口さぶろお (数理・情報科学課程) L23同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解線形代数☆演習 I(2025) 5 / 22



同次連立 1 次方程式

▶ このケースは，det 𝐴 ≠ 0 なので，逆行列 𝐴−1 = 1
−2 ( 3 −1

−2 0 ) を ⃗0 に
かけることによっても求められた．

3 簡約階段形は ( 0 0
0 0 ). 階数 0, 解の自由度 2. 解空間は空間 ℝ2全体．
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解

同次連立 1次方程式の解空間の分類
𝑛 − rank 𝐴 =解の自由度=解空間の「次元」
「次元」の正確な定義は 線形代数☆演習 II(2025)L??

次元定理 ( 線形代数☆演習 II(2025)L?? )

準同型定理 (代数入門)

未知数の個数 𝑛 階数 𝑟 = rank 𝐴 解の自由度=任意定数の個数
未知数の空間 ℝ𝑛 の「次元」 方程式の実質的個数 𝐴 ⃗𝑥 = ⃗0 の解空間の「次元」
2(平面) 2 0(1点 { ⃗0})
2(平面) 1 1(直線)
2(平面) 0 2(平面全体)
3(空間) 3 0(1点 { ⃗0})
3(平面) 2 1(直線)
3(平面) 1 2(平面)
3(平面) 0 3(空間全体)
⋮
実は，階数 𝑟 にも空間の「次元」次元としての意味がつく．
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 写像と連立 1 次方程式

ここまで来たよ

22 同次連立 1次方程式

23 同次連立 1次方程式と線形写像・非同次連立 1次方程式の解
写像と連立 1次方程式
非同次連立 1次方程式の解
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 写像と連立 1 次方程式

L23-Q1

Quiz(線形写像の逆像と値域)
線形写像 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 で，𝑋 = 𝑌 = ℝ2 とする．𝑓 は次の𝐴で表されると
する．すなわち，𝑓( ⃗𝑥) = 𝐴 ⃗𝑥.
{ ⃗0} ⊂ 𝑌 の逆像 𝑓−1({ ⃗0}) ⊂ 𝑋 を求めて平面 𝑋 上に描こう．
𝑋 の像すなわち値域 𝑓(𝑋) ⊂ 𝑌 を求め，平面 𝑌上に描こう．

1 𝐴1 = ( 1 2
3 6 ).

2 𝐴2 = ( 0 1
2 3 ).

3 𝐴0 = ( 0 0
0 0 ).

3次元以上の場合，線形独立 線形代数☆演習 II(2025)L?? の考えが必要になる．
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 写像と連立 1 次方程式
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 写像と連立 1 次方程式

復習：写像の逆像 線形代数☆演習 I(2025)L15

写像 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌, 𝑋:定義域, 𝑌:終域

定義 (復習：部分集合の像 線形代数☆演習 I(2025)L12 )
写像 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 と，定義域の部分集合 𝑆 ⊂ 𝑋 に対して，
{𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑆} ⊂ 𝑌 を，𝑓による 𝑆の像といい，𝑓(𝑆) と書く．

定義 (集合の逆像 教科書に追加 )
部分集合 𝑇 ⊂ 𝑌 に対して，𝑋 の部分集合 {𝑥 ∈ 𝑋|𝑓(𝑥) ∈ 𝑇 } を，𝑓 によ
る 𝑇 の逆像といい，𝑓−1(𝑇 ) とかく．

定義 (復習：値域 (range) 線形代数☆演習 I(2025)L12 )
定義域の像 𝑓(𝑋) = {𝑓(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋} ⊂ 𝑌 を 𝑓の値域という.
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 写像と連立 1 次方程式

teamL12 線形代数☆演習 I(2025)L12

𝐴 = ( 0 1
2 3 ) の表す線形写像 𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ2.
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𝐴 = ( 1 2
3 6 ) の表す線形写像 𝑓 ∶ ℝ2 → ℝ2.
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 写像と連立 1 次方程式

方程式の解と逆像再訪 線形代数☆演習 I(2025)L15

逆像
𝐴 = ( 0 1

2 3 ) の表す線形写像 𝑓 ∶ 𝕏 → 𝑌 を考える．
(𝑋 = ℝ2 = 𝑌 だから線形変換と言ってもいい）
連立 1次方程式𝐴 ⃗𝑥 = ⃗0を解け ⇔ 解空間を求めよ ⇔

逆像 𝑊 = 𝑓−1({ ⃗0}) ⊂ 𝑋 を求めよ
{ ⃗0} の，線形写像 𝑓 による逆像を核 (kernel) Ker𝑓 といい，
線形代数☆演習 II(2025)L?? の重要登場人物．

𝑓 の値域 Im𝑓を求めよ
𝑋の任意の元 ⃗𝑥 = ( 𝑠

𝑡 ) = ⃗𝑒1𝑠 + 𝑥2 ⃗𝑒2𝑡 (𝑠, 𝑡 ∈ ℝ) に対して，
𝑓( ⃗𝑥) = 𝑓( ⃗𝑒1)𝑠 + 𝑓( ⃗𝑒2)𝑡
‘線形写像は 𝑓( ⃗𝑒𝑖) だけで決まる’
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 写像と連立 1 次方程式
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 写像と連立 1 次方程式

𝑛 = 2
𝐴 𝑛 rank 𝐴 解の自由度=任意定数の個数

定義域 ℝ𝑛 像 𝑓(ℝ𝑛) 𝐴 ⃗𝑥 = ⃗0 の解空間 (核)
の「次元」 の「次元」 の「次元」

( 0 1
2 3 ) 2(平面) 2(平面) 0(1点)

( 1 2
3 6 ) 2(平面) 1(直線) 1(直線)

𝑂 2(平面) 0(1点) 2(平面)
全体 「残る分」 「圧縮」される分
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 非同次連立 1 次方程式の解

ここまで来たよ

22 同次連立 1次方程式

23 同次連立 1次方程式と線形写像・非同次連立 1次方程式の解
写像と連立 1次方程式
非同次連立 1次方程式の解
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 非同次連立 1 次方程式の解

非同次連立 1次方程式の解 石村畑 線形代数 §4.6 I

𝐴 ⃗𝑥 = 𝑏⃗ を解け．

拡大係数行列の簡約階段化が次のように得られたとする．

(𝐴| ⃗𝑏) → (𝐴′| ⃗𝑏′) =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 2 0 4 𝑏1
0 0 1 3 0 5 𝑏2
0 0 0 0 1 6 𝑏3
0 0 0 0 0 0 𝑏4

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

変数を 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 とする.
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 非同次連立 1 次方程式の解

非同次連立 1次方程式の解 石村畑 線形代数 §4.6 II

この拡大係数行列が定める連立 1次方程式は，

0𝑥1+ 𝑥2+ 2𝑥4+ 4𝑥6 = 𝑏1

𝑥3+ 3𝑥4+ 5𝑥6 = 𝑏2

𝑥5+ 6𝑥6 = 𝑏3

0 = 𝑏4

𝑏4 ≠ 0 のとき，解なし．解集合は ∅
rank 𝐴 < rank (𝐴| ⃗𝑏) ならば解なし（実は必要十分条件)

𝑏4 = 0 のとき，
すなわち rank 𝐴 = rank (𝐴| ⃗𝑏) のとき，
解が存在することを見よう．
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 非同次連立 1 次方程式の解

例 拡大係数行列の簡約化が次のように得られたとする．

(𝐴| ⃗𝑏) → (𝐴′| ⃗𝑏′) =
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 2 0 4 𝑏1
0 0 1 3 0 5 𝑏2
0 0 0 0 1 6 𝑏3
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

変数を 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5, 𝑥6 とする.

この拡大係数行列が定める連立 1次方程式は，

0𝑥1+ 𝑥2+ 2𝑥4+ 4𝑥6 = 𝑏1

𝑥3+ 3𝑥4+ 5𝑥6 = 𝑏2

𝑥5+ 6𝑥6 = 𝑏3

0 = 0
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 非同次連立 1 次方程式の解

主成分 (ピボット)に対応する 𝑥2, 𝑥3, 𝑥5 は，左辺の 1個所にしか現れな
い（しかも係数 1で）から，これらについて解くのは簡単．

𝑥2 =𝑏1 − 2𝑥4−4𝑥6

𝑥3 =𝑏2 − 3𝑥4−5𝑥6

𝑥5 =𝑏3 −6𝑥6

(他にも書くべきことあり)

主成分（ピボット）に対応しない 𝑥1, 𝑥4, 𝑥6 は任意だが，求めるべき量な
ので，右辺に現れるのを放っておくわけにはいかない．同等に扱うため，
任意の実数 𝑠, 𝑡, 𝑢 を使って，𝑥1 = 𝑠, 𝑠 ∈ ℝ 任意，のように書く．
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 非同次連立 1 次方程式の解

解の答え方 1（解があるとき）

𝑥1 = 𝑠
𝑥2 =𝑏1 −2𝑡−4𝑢
𝑥3 =𝑏2 −3𝑡−5𝑢
𝑥4 = 𝑑
𝑥5 =𝑏3 −6𝑢
𝑥6 = 𝑢 (𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ ℝ は任意定数)

解の答え方 2（解があるとき）ベクトルの形でも書ける．

⃗𝑥 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

𝑥1
𝑥2
𝑥3
𝑥4
𝑥5
𝑥6

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
𝑏1
𝑏2
0
𝑏3
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

+

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1
0
0
0
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑠 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
−2
−3
1
0
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑡 +

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0
−4
−5
0

−6
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

𝑢 (𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ ℝ)
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同次連立 1 次方程式と線形写像・非同次連立 1 次方程式の解 非同次連立 1 次方程式の解

L23-Q2

Quiz(拡大係数行列から連立 1次方程式の解)

変数 ⃗𝑥 = (
𝑥1
⋮

𝑥6
) に関する連立 1次方程式 𝐴 ⃗𝑥 = ⃗𝑏 の拡大係数行列 ( ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴| ⃗𝑏) の簡約階段化を基本

変形により求めたところ，次のようになった．

( ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗𝐴| ⃗𝑏) → ⋯ →
⎛⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 2 0 3 5 7
0 0 0 1 4 6 8
0 0 0 0 0 0 𝑎
0 0 0 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟
⎠

1 𝐴 ⃗𝑥 = ⃗𝑏 と同値な連立 1次方程式を，行列を使わずに書こう．

2 解はあるか．任意定数 𝑠, 𝑡, ⋯ ∈ ℝ を使って，解を

⎧{{
⎨{{⎩

𝑥1 =
𝑥2 =

⋮
𝑥6 =

の形に書こう．

3 任意定数 𝑠, 𝑡, ⋯ ∈ ℝ を使って，解を ⃗𝑥 = ⃗𝑣0 + ⃗𝑣1𝑠 + ⃗𝑣2𝑡 + … の形に書こう．

石村畑 線形代数問題 35,36
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