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今日の目標
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尤度・最尤推定・単回帰分析 回帰分析の復習

回帰分析（単回帰分析）の復習

データ (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) (𝑖 = 1, … , 𝑁)から，回帰係数を，最小 2乗法で決めたの
だった．
データ分析 (2025)ex06 データ分析 (2025)ex07 データ分析 (2025)ex08

Notebooks
https://github.com/takatakamanbou/Data/blob/2025/Data2025_
ex07notebookA.ipynb
https://github.com/takatakamanbou/Data/blob/2025/Data2025_
ex07notebookA.ipynb

樋口さぶろお (数理・情報科学課程) L01尤度・最尤推定・単回帰分析 多変量解析☆演習 (2026) 3 / 16

https://www-tlab.math.ryukoku.ac.jp/wiki/?Data/2025#ex06
https://www-tlab.math.ryukoku.ac.jp/wiki/?Data/2025#ex07
https://www-tlab.math.ryukoku.ac.jp/wiki/?Data/2025#ex08
https://github.com/takatakamanbou/Data/blob/2025/Data2025_ex07notebookA.ipynb
https://github.com/takatakamanbou/Data/blob/2025/Data2025_ex07notebookA.ipynb
https://github.com/takatakamanbou/Data/blob/2025/Data2025_ex07notebookA.ipynb
https://github.com/takatakamanbou/Data/blob/2025/Data2025_ex07notebookA.ipynb
https://github.com/takatakamanbou/Data/blob/2025/Data2025_ex07notebookA.ipynb
https://github.com/takatakamanbou/Data/blob/2025/Data2025_ex07notebookA.ipynb


尤度・最尤推定・単回帰分析 回帰分析の復習

𝑦 = ̂𝛽1𝑥 + ̂𝛽0. データ分析 (2025)ex の記号では，𝑎 ↔ ̂𝛽1, 𝑏 ↔ ̂𝛽0.
誤差の 2乗が最小になるという条件 ⇝ 正規方程式 ⇝

̂𝛽1 =
𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑥
,

̂𝛽0 =𝑦 −
𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑥
𝑥

𝑦 =
𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑥
𝑥 + 𝑦 −

𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑥
𝑥

𝑦 − 𝑦 =
𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑥
(𝑥 − 𝑥)

ここで,

𝑥 = 1
𝑛

∑
𝑖

𝑥𝑖 平均値っぽい形

𝑦 = 1
𝑛

∑
𝑖

𝑦𝑖 平均値っぽい形

𝑠𝑥𝑦 = 1
𝑛

∑
𝑖

𝑥𝑖𝑦𝑖 − 𝑥 ⋅ 𝑦 = 1
𝑛

∑
𝑖

(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦) 共分散っぽい形

𝑠𝑥𝑥 = 1
𝑛

∑
𝑖

𝑥2
𝑖 − 𝑥2 = 1

𝑛
∑

𝑖
(𝑥𝑖 − 𝑥)2 分散っぽい形
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尤度・最尤推定・単回帰分析 回帰分析の復習

𝑦 = ̂𝛽0 + ̂𝛽1 ⋅ 𝑥 ( ̂𝛽0, ̂𝛽1: 回帰係数)に代入.

定理 (回帰直線 久保川 統計学入門 §12 )

推定結果 ̂𝛽0, ̂𝛽1 を係数とする 𝑥𝑦平面の直線

𝑦 − 𝑦 =
𝑠𝑥𝑦

𝑠𝑥𝑥
(𝑥 − 𝑥)

0
x

y

β0

x

y
sx

sy

β1

相関係数 𝑟 = 𝑠𝑥𝑦√𝑠𝑥𝑥
√𝑠𝑦𝑦

.
問 𝑦を 𝑥に回帰した直線と，𝑥を 𝑦に回帰して得た直線とは同じ？
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尤度・最尤推定・単回帰分析 正規分布の復習

標準正規分布 standard normal distribution 𝑁(0, 12)の性質

定義 (標準正規分布 𝑁(0, 12) 久保川 統計学入門式 (5.2) )
次の確率密度関数 を持つ確率変数 𝑍を，標準正規分布𝑁(0, 12)にしたが
うという.

𝑓z(𝑧) = 𝜙(𝑧) = 1√
2𝜋

e− 𝑧2
2 .

累積分布関数
𝐹z(𝑧) = Φ(𝑧) = ∫

𝑧

−∞
𝜙(𝑧′)d𝑧′.

𝜙, Φ は 𝑓, 𝐹 のギリシャ文字．あまりに有名分布なので専用文字を使う．
Φ(𝑧) の積分は具体的に書けない．
Python で scipy.stats.norm(loc=0,scale=1)
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尤度・最尤推定・単回帰分析 正規分布の復習

一般の正規分布𝑁(𝑏, 𝑎2)

𝑍 ∼ 𝑁(0, 12) に対して, 𝑋 = 𝑎𝑍 + 𝑏 を考える. 久保川 統計学入門公式 5.17

E[𝑋0] =1,
𝜇 = E[𝑋] =E[𝑎𝑍 + 𝑏] = 𝑏,

𝜎2 = Var(𝑋) =Var(𝑎𝑍 + 𝑏) = 𝑎2.

𝜙(𝑧) = 1√
2𝜋

e− 𝑧2
2 ⇝𝑓x(𝑥) = 1

𝑎𝑓z(𝑥−𝑏
𝑎 ) = 1√

2𝜋𝑎
e− (𝑥−𝑏)2

2𝑎2

𝜇2 − 𝜎2 𝜇2 𝜇2 + 𝜎2−1 1 𝜇1 − 𝜎1𝜇1𝜇1 + 𝜎1

1/
√

2𝜋

2/
√

2𝜋

𝑥

𝜙(𝑧)
𝑓1(𝑥)
𝑓2(𝑥)

定義 (一般の正規分布 𝑁(𝜇, 𝜎2) 久保川 統計学入門式 (5.1) )
次の確率密度関数を持つ確率変数 𝑋を，母平均値 𝜇, 母分散 𝜎2の正規分布𝑁(𝜇, 𝜎2)
(normal distribution)にしたがうという．

𝑓x(𝑥; 𝜇, 𝜎2) = 1√
2𝜋𝜎2

e− (𝑥−𝜇)2

2𝜎2 .

Python で scipy.stats.norm(loc=𝑏,scale=𝑎).
𝑋 ∼ 𝑁(𝑏, 𝑎2)を標準化すると 𝑍 ∼ 𝑁(0, 12).
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尤度・最尤推定・単回帰分析 尤度

正規分布の尤度

あるドーナツ製造機は，母平均値 𝜇 g, 母分散 𝜎2 g2 の正規分布にしたがう質量 𝑦 g のドー
ナツを作り出す．
𝜇, 𝜎2 のような，母分布を決める数を母数，パラメタという（いまたまたま母平均値と母分
散）よく 𝜃と書く．

𝑓(𝑦|𝜇, 𝜎2) = 1√
2𝜋𝜎2

e− (𝑦−𝜇)2

2𝜎2

条件つき確率のような ∣だが，ベイズ統計まで行くと，記号の意味に納得がいく

ドーナツの標本 𝑦1, … , 𝑦𝑛 が得られる確率は，標本抽出は独立だから，

𝑓(𝑦1, … , 𝑦𝑛|𝜇, 𝜎2) =
𝑛

∏
𝑖=1

𝑓(𝑦𝑖|𝜇, 𝜎2) = (2𝜋𝜎2)−𝑛/2e− ∑𝑛
𝑖=1

(𝑦𝑖−𝜇)2

2𝜎2 .

𝑦1, … , 𝑦𝑛 を変数，𝜇, 𝜎2 を定数と思うと，𝑓(𝑦1, … , 𝑦𝑛|𝜇, 𝜎2) は 𝑛変数の確率密度関数．
ドーナツを焼いて質量が確定した段階で，𝑦1, … , 𝑦𝑛 を定数，𝜇, 𝜎2 を未知の定数（母数）と
思ったとき，𝐿(𝜇, 𝜎2) = 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛|𝜇, 𝜎2) を尤度 (likelihood)という．
大注意；尤度の値は確率だが，尤度は確率関数，確率密度関数ではない．母数について積分
して 1になるわけではない．
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尤度・最尤推定・単回帰分析 最尤推定

標本から母数を推定する

毋平均値，母分散には，それぞれ専用の推定量の「公式」があった．
確率統計 I(2026)L10

毋平均値 ← 標本毋平均値
毋分散 ← 不偏標本分散
母比率 ← 標本比率
E[𝑋4]?

これらは，確率分布の母数を推定しているとも見られる．でも，母数は
確率密度関数に入ってるパラメタならなんでもいいんだから，公式集に
きりなくない？
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尤度・最尤推定・単回帰分析 最尤推定

どんな母数も推定できる最尤推定

定義 (最尤推定 (MLE, Maximum Likelihood Estimation))
標本 𝑦1, … , 𝑦𝑛に対して，母数 𝜃1, … を，尤度
𝐿(𝜃1, … ) = 𝑓(𝑦1, … , 𝑦𝑛|𝜃1, … ) が最大になる値として推定すること

最大⇝ 停留点
𝜕𝐿
𝜕𝜃𝑖

= 0.
log𝑒は単調増加関数なので，対数尤度 log𝑒 𝐿の最大を求めるのも同じこ
と．こちらの方が計算が楽なことがある．
次回予告：回帰係数も最尤推定で決められる
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尤度・最尤推定・単回帰分析 最尤推定

L01-Q1
TA Prob and Sol:正規分布の母数の最尤推定

未知の母分散 𝜇 の正規分布

𝑓(𝑦|𝜇) = 1√
2𝜋𝜎2

e− (𝑦−𝜇)2

2𝜎2

からサイズ 𝑛の標本 {𝑦1, … , 𝑦𝑛} を得た.
𝜎2は定数として，対数尤度 log 𝐿(𝜇)を最大化することにより 𝜇 を最尤推
定しよう.

略解
対数尤度
log 𝐿(𝜇) = ∑𝑛

𝑖=1 log 𝑓(𝑦𝑖|𝜃) = −𝑛
2 log(2𝜋𝜎2) − 1

2𝜎2 ∑𝑖(𝑦𝑖 − 𝜇)2) に対し
て, 𝜕

𝜕𝜇 log 𝐿(𝜇) = 1
𝜎2 ∑𝑖(𝑦𝑖 − 𝜇) = 0. 𝜇 について解いて，𝜇 = 1

𝑛 ∑𝑛
𝑖=1 𝑦𝑖.

標本平均値と同じ形．
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尤度・最尤推定・単回帰分析 最尤推定

L01-Q2
TA Prob and Sol:正規分布の母数の最尤推定

未知の母分散 𝜃2 の正規分布

𝑓(𝑦|𝜃) = 1√
2𝜋𝜃2

e− 𝑦2
2𝜃2

からサイズ 𝑛の標本 {𝑦1, … , 𝑦𝑛} を得た. 対数尤度を最大化することによ
り 𝜃2 を最尤推定しよう.

略解
log 𝐿(𝜃) = −𝑛

2 log(2𝜋𝜃2) − 1
2𝜃2 ∑𝑖 𝑦2

𝑖 . に対して,
d
d𝜃 log 𝐿 = −𝑛

𝜃 + 1
𝜃3 ∑𝑖 𝑦2

𝑖 = 0 を解いて，𝜃2 = 1
𝑛 ∑𝑛

𝑖=1 𝑦2
𝑖 .

不偏標本分散に似た形だが，係数は 1/𝑛 であり 1/(𝑛 − 1) ではない．
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