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多次元の確率分布と独立性

L07-Q1
Quiz解答:多変数の確率変数の期待値

1 p(x, y) =

y\x 1 2 3

0 0 2
12

1
12

2 4
12 0 5

12

g(x, y) = x2 + ey =

y\x 1 2 3

0 12 + e0 22 + e0 32 + e0

2 12 + e2 22 + e2 32 + e2

E[X2 + eY ] = (12 + e0)0 + (22 + e0) 2
12 + (32 + e0) 1

12
+(12 + e2) 4

12 + (22 + e2)0 + (32 + e2) 5
12

2 I[XY≥2](X,Y ) =

y\x 1 2 3

0 0 0 0
2 1 1 1

E[I[XY≥2](X,Y )] = 0 · 0 + 0 · 2
12 + 0 · 1

12 + 1 · 4
12 + 1 · 0 + 1 · 5

12 = 9
12 .
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多次元の確率分布と独立性

3

pX(x) =


4/12 (x = 1)

2/12 (x = 2)

6/12 (x = 3)

0 (他)

pY(y) =


3/12 (y = 0)

9/12 (y = 2)

0 (他)

4 (1の別解) E[X2 + eY ] = 2E[X2] + E[eY ] =周辺分布で計算.

L07-Q2
Quiz解答:独立と限らない確率変数の母期待値

1 E[−2X + 3Y ]
E5
= E[−2X] + E[3Y ]

E3
= −2E[X] + 3E[Y ] = 5.

2 V[−2X + 3Y ]
V1
= E[(−2X + 3Y )2]− E[−2X + 3Y ]2

E4
=

E[(−2)2X2]+E[2(−2)3XY ]+E[32Y 2]− (E[−2X]+E[3Y ])2
E3,V1,C1

=
(−2)2V[X] + 2(−2)(3)Cov[X,Y ] + 32V[X] = 20− 84 + 99 = 35.
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多次元の確率分布と独立性

L07-Q3
Quiz解答:2つの離散型確率変数の母期待値・母平均値・母共分散・確
率・独立性

1 独立でない
2 E[X] = 1

7 · 1 + 6
7 · 3 = 19

7 , E[Y ] = 3
7 · 2 + 4

7 · 4 = 22
7 ,

3 E[XY ] = 1
7 · 2 · 1 + 2

7 · 3 · 2 + 4
7 · 3 · 4 = 62

7 .
Cov[X,Y ] = 62

7 − 19
7

22
7 = 16

49 . 独立性の必要条件が成立していないの
で, このことからも独立ではありえない.

L07-Q4
Quiz解答:2つの独立な離散型確率変数の母期待値・母平均値・母共分
散・確率

1 独立である.
2 E[X] = 1 · 3

12 + 3 · 9
12 = 30

12 . E[Y ] = 2 · 4
12 + 4 8

12 = 46
12

3 E[XY ]
IE2
= 30

12 · 46
12 . Cov[X,Y ]

IC1
= 0.
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多次元の確率分布と独立性

4 E[X2] = 12 · 3
12 + 32 · 9

12 = 84
12 = 7. E[X2Y ]

IE1
= 7 · 46

12 .

L07-Q5
Quiz解答:独立な確率変数の母期待値

1 X,Y は独立なので E[XY ]
IE1
= E[X]E[Y ] であることに注意して,

E[(−2X + 3Y )(X + 5Y )]
E5
= E[−2X2] + E[−7XY ] + E[15Y 2]

V1,IE1
=

−2(V[X] + E[X]2)− 7E[X]E[Y ] + 15(V[Y ] + E[Y ]2) = 240.

2 X,Y は独立なので V[g1(X) + g2(Y )]
IC2
= V[g1(X)] + V[g2(Y )]であ

ることに注意して,

V[−2X + 3Y ]
IC2
= V[−2X] + V[3Y ]

V2
= (−2)2V[X] + 32V[Y ] = 119.
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二項分布, 独立同分布の和 二項分布

ここまで来たよ

7 多次元の確率分布と独立性

8 二項分布, 独立同分布の和
二項分布
独立同分布
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二項分布, 独立同分布の和 二項分布

復習+ちょっと (xで書かれた確率関数) I

L08-Q1

Quiz(離散的な確率変数の母平均値・母分散・母標準偏差・確率)

整数に値をとる離散型確率変数 X は次の確率分布に従う.

p(x) =

{
x
55 (0 ≤ x ≤ 10)

0 (他)

1 確率 P (X ≤ 5) を求めよう.
2 母平均値 E[X]を求めよう.
3 母分散V[X]を求めよう.
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二項分布, 独立同分布の和 二項分布

二項分布高校 数学 B 岩薩林 確率・統計 §3.4

二項分布 岩薩林 確率・統計 (3.24)p.66

離散型確率変数 X が次の確率分布を持つとき, X はパラメタ n, p の二項
分布 B(n, p)にしたがうという.

p(x) =

{
n!

x!(n−x)! p
x(1− p)n−x (x = 0, 1, 2, 3, . . . , n)

0 (他)

意味: 確率 pで表の出るコインを n回投げたとき, x回表が出る確率.

nCx = ( nx ) =
n!

x!(n−x)!

B(40, 0.1),B(40, 0.5),B(40, 0.7), B(4, 0.8),B(20, 0.8),B(40, 0.8)
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二項分布, 独立同分布の和 二項分布

二項分布の確率関数のグラフ

p(x) =

{
n!

x!(n−x)! p
x(1− p)n−x (x = 0, 1, 2, 3, . . . , n)

0 (他)

https://gallery.shinyapps.io/dist_calc/

https://shiny.rit.albany.edu/stat/binomial/
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二項分布, 独立同分布の和 二項分布

二項分布の母平均値と母分散 (証明延期) 岩薩林 確率・統計 定理 3.1(p.70)

E[X] = np ,V[X] = np(1− p)

E[1] = 岩薩林 確率・統計 式 (3.26)–(3.27)

二項定理高校 数学 A岩薩林 確率・統計 (3.25)p.68

(a+ b)n =

n∑
x=0

nCxa
xbn−x
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二項分布, 独立同分布の和 二項分布

L08-Q2

Quiz(二項分布)

確率 p = 2
3 で表のでるコインを 100回投げる.

1 表が 40 回でる確率を求めよう. 階乗 n!とべき乗 abと分数 a
b は簡単

化・約分しなくてよい. P,Cなどの記号は使わないで答えること.
2 表がでる回数は確率変数である. 母平均値, 母分散を求めよう.
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二項分布, 独立同分布の和 二項分布

L08-Q3

Quiz(二項分布または独立同分布)

あるスーパーのおでんセット 1パックには, 確率 7
10 で卵が 2個, 確率 3

10
で卵が 0個 (!)入っている. おでんセットを 10パックを買ったときに得
られる卵の合計の個数を確率変数 Y とする. 各パックの卵の個数は独立
とする.

1 10パック中X パックが卵 2個入りとする. X のしたがう確率分布
と, X と Y の関係を答えよう.

2 母平均値 E[Y ]を求めよう.
3 母分散 V[Y ]を求めよう.
4 確率 P (Y = 16) を求めよう.
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二項分布, 独立同分布の和 二項分布

チェビシェフの不等式

チェビシェフの不等式 Chebyshev’s inequality 岩薩林 確率・統計 §4.3(4.15)

X を離散型または連続型確率変数とする. µ = E[X] : 母平均値,
σ2 = V[X]: 母分散
a > 0: 任意の正の実数.
このとき次が成立する.

P (|X − µ| ≥ aσ) ≤ 1

a2

どんな X にも使えて便利な不等式. これが母平均値・母標準偏差のひと
つの意味づけ.

a > 1 と思う. 母平均値 µからの距離が母標準偏差×a 以上離
れた値が出る確率は, 1/a2 以下. 母平均値から離れるほど,確
率は小さい. 母標準偏差 σは離れ方の基準 (分布の幅).
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二項分布, 独立同分布の和 二項分布

チェビシェフの不等式の証明 (離散型)

意味のわからない E[I[|X−µ|≥aσ](X)(X − µ)2] を定義に戻って書くと,

(aσ)2 × P (|X − µ| ≥ aσ) =
∑
x

I[|X−µ|≥aσ](x)(aσ)
2 p(x)

≤
∑
x

I[|X−µ|≥aσ](x)(x− µ)2 p(x)

≤
∑
x

(x− µ)2 p(x)

=V[X] = σ2

連続型での証明 岩薩林 確率・統計 §4.3
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二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

ここまで来たよ

7 多次元の確率分布と独立性

8 二項分布, 独立同分布の和
二項分布
独立同分布
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二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

ベルヌーイ分布

ベルヌーイ分布 岩薩林 確率・統計 名前は出てこない

n = 1 の二項分布 B(1, p) のこと

P (X = x) = f(x) = px · (1− p)1−x =


1− p (x = 0)

p (x = 1)

0 (他)

意味:ベルヌーイ試行=(不公平な)コイン投げ. 表がでる確率 p. 表 x = 1.

ベルヌーイ分布の母平均値と母分散

E[X] = p , V[X] = p(1− p) . (上の f から直接計算できる)

樋口さぶろお (数理情報学科) L08 二項分布, 独立同分布の和 確率統計☆演習 (2020) 16 / 25

https://www.amazon.co.jp/product/dp/4785315741


二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

確率変数の「同じ」

2つの確率変数 X = X1, Y = X2.
X = Y

青色コイン 1枚 (B(1, p))を 1回投げた結果に,
2つの変数名をつけた.
X,Y は独立でない.

X,Y は同分布にしたがう

形の同じ青色コインと赤色コイン. 試行ごとの
結果は異なる.
pX(x) = pY(x). 母期待値も等しい. 例えば両
方ともベルヌーイ分布にしたがい, p1 = p2.
X,Y は独立でありうる (同時に投げて風に影
響されたりしない限り).
⇝ X,Y は独立同分布 (i.i.d.)にしたがう.
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二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

独立同分布 (i.i.d.) 岩薩林 確率・統計 定理 4.2(p.87) の仮定,p.113

離散型/連続型確率変数 X1, X2, . . . , Xn が, たがいに独立で, すべて同分
布に従う (同じ確率関数 p(x)を持つ)とする.
このとき X1, . . . , Xn は独立同分布に従う (i.i.d.=independent and
identically-distributed) という.
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二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

ベルヌーイ分布と二項分布のもうひとつの関係
岩薩林 確率・統計 例題 4.6 の最初の 1 文

X1, X2, . . . , Xn が独立同分布 B(1, p) にしたがうとき,
Tn = X1 + · · ·+Xn は Tn ∼ B(n, p).

なぜなら
Xi は 1枚のコインのうち表が出た枚数. Tn は n枚のコインの
うち表が出た枚数.
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二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

(復習)確率変数の和の母平均値と母分散
確率変数 X1, X2, Y = aX1 + bX2 を考える.

いつでも E[Y ] = E[aX1 + bX2]
E5,E3
= aE[X1] + bE[X2].

X1, X2 が独立のとき V[Y ] = V[aX1 + bX2]
IC4
= a2V[X1] + b2V[X2].

L08-Q4

Quiz(独立同分布の母期待値母分散)

確率変数 X1, X2, X3 は独立同分布に従い, E[Xi] = µ,V[Xi] = σ2 とする.
次の母期待値, 母分散を µ と σ2 で表そう.

1 E[X1 +X1 +X1]
2 E[X1 +X2 +X3]
3 E[X1 +X1 +X2]
4 V[X1 +X1 +X1]
5 V[X1 +X2 +X3]
6 V[X1 +X1 +X2]
7 E[(X1 +X2 +X3)

2]

樋口さぶろお (数理情報学科) L08 二項分布, 独立同分布の和 確率統計☆演習 (2020) 20 / 25



二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

独立同分布にしたがう確率変数の和の性質 岩薩林 確率・統計 例題 4.6

i.i.dにしたがう確率変数の和
X1, . . . , Xn: i.i.d. 母平均値 E[Xi] = µ, 母
分散 V[Xi] = σ2 .
和の確率変数 Tn = X1 + · · ·+Xn.

E[Tn] =

n∑
i=1

E[Xi] = n× µ.

V[Tn] =

n∑
i=1

V[Xi] = n× σ2

Tn の確率関数はこんな感
じ?

二項分布の母平均値・母分散の延期していた証明
X1, . . . , Xn ∼ B(1, p): i.i.d.
このとき, Tn ∼ B(n, p) に対して,
E[Tn] = nE[Xi] = n× p,V[Tn] = n×V[Xi] = np(1− p).
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二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

i.i.dにしたがう確率変数の和の 1/n

X1, . . . , Xn: i.i.d.
新しい確率変数: Un = 1

nTn = 1
n(X1 + · · ·+Xn)

E[Un] =E
[
1
nTn

]
=

1

n
× n× µ.

V[Un] =V
[
1
nTn

]
=

(
1

n

)2

× n× σ2.

Un の確率関数は
こんな感じ?
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二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

L08-Q5

Quiz(独立同分布にしたがう確率変数の和)

ダーツで, 1回投げるごとに点数が得られ, n回投げた合計点で競うルー
ルでプレイしている.
あるプレイヤーの i 回目の点数を確率変数 Xi とすると, Xi は独立同分
布にしたがい, E[Xi] = 80,V[Xi] = 200 だという.
このプレイヤーが n回投げた合計点を確率変数 Tn =

∑n
i=1Xi とする.

1 E[T10], V[T10] を求めよう.
2 E[ 110T10], V[

1
10T10] を求めよう.

3 E[ 1
100T100], V[

1
100T100] を求めよう.
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二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

大数の (弱)法則アバウト版 岩薩林 確率・統計 §4.4

X1, . . . , Xn が独立同分布にしたがい, E[Xi] = µ, V[Xi] = σ2,

Un =
1

n

n∑
i=1

Xi のとき, n が十分大きいとき Un は ‘ほぼ µ に等しい’ (Un

が µ から外れる確率はゼロに近づく)
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二項分布, 独立同分布の和 独立同分布

(前と同じ問の別解)
L08-Q6

Quiz(二項分布または独立同分布)

あるスーパーのおでんセット 1パックには, 確率 7
10 で卵が 2個, 確率 3

10
で卵が 0個 (!)入っている. おでんセットを 10パックを買ったときに得
られる卵の合計の個数を確率変数 Y とする. 各パックの卵の個数は独立
とする.

1 10パック中X パックが卵 2個入りとする. X のしたがう確率分布
と, X と Y の関係を答えよう.

2 母平均値 E[Y ]を求めよう.
3 母分散 V[Y ]を求めよう.
4 確率 P (Y = 16) を求めよう.
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